
ヘルツ接触条件下の応力分布（点接触の場合）   岡山理科大学  關 正憲 
 
 
 2 つの弾性体による点接触や線接触の応力解析には，

H.Hertz によって理論解が導かれたヘルツ接触が用いられ

ている(1)．ヘルツ接触理論では，①2 つの物体は均質であ

ること，②接触面は 2 つの物体の表面に比較して極めて微

小であること，③接触面に作用する力は面に垂直であるこ

と，④比例限界を越えて荷重が加わらないことの 4 点が仮

定されている．しかしこのヘルツ接触理論は，図 1 に示す

ように 2 つの曲面が静的に接触したときの応力であり，歯

車のかみあいのように法線力と接線力が同時に作用する

応力計算には用いることができない． 
 そこで，G.H.Hamilton はヘルツ接触理論を用い，点接触

条件下において法線力と接線力を考慮した内部応力分布

を求めている(2)．本稿ではその応力計算式を示す． 
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図 1 二球の接触状態 
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図 2 ヘルツ接触下での座標系と応力分布 
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(a) ヘルツ接触    (b) 真上から見た点接触 

図 3 点接触の場合のヘルツ接触下での座標系 
 
 
 図 2 と図 3 は，ヘルツの接触応力分布が点接触条件下で

作用したときの座標系を示したものである．なお，この座

標系は著者が定義したものであり，G.H.Hamilton が定義し

たものとは異なるので，G.H.Hamilton が示した計算式と本

稿の計算式が異なることに注意して頂きたい．ヘルツ接触

条件下において点接触する場合，ヘルツの最大接触応力

pmaxは次式で表される． 
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ここで，P は法線力，a は接触円半径を表す． 
また，法線方向のヘルツ接触応力分布 p(y)は， 
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で表される．なお，接触円半径 a は次式で表される． 
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ここで，R は等価曲率半径，E は等価縦弾性係数と呼ばれ，

次式で定義される． 
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また，平均接触圧力 pmeanは， 
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で表され，接触中心の変形量 は， 
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で表される． 
接触面での摩擦係数を とすると，二球間に働く接線力 Q
は次式で定義される． 
 PQ  ‥‥‥‥‥‥‥‥‥‥‥‥‥‥‥‥‥‥<8> 
さらに，接線方向の圧力分布 q(y)はクーロンの法則に従う

とすると， 
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で表される．最大接触応力 qmaxは，y=0 における接線力で

あるから， 
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となる． 
 
 次に G.H.Hamilton が求めた点接触下の応力分布の計算

式を以下に示す． 
 
 
（１）法線力 P のみが作用する場合 
 
◆点接触表面下の原点以外（x≠0  or  y≠0，z>0）での応

力分布： 
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ここで，式中の各変数は次式で定義される． 
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◆点接触表面下の原点（x=0，y=0，z>0）での応力分布： 
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◆点接触表面上の接触円外（r＞a，z=0）での応力分布： 
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◆点接触表面上の接触円内（r≦a，z=0）での応力分布： 
 32

3
22

2

22

23 3
211

2
3 ara

r
xy

ra
P

xn
 

2
1

2222 2 rayx  ‥‥‥‥‥‥‥‥<32> 

 32
3

22
2

22

23 3
211

2
3 ara

r
yx

ra
P

yn
 

2
1

2222 2 raxy  ‥‥‥‥‥‥‥‥<33> 

 0zxnyznxynzn
 ‥‥‥‥‥‥‥‥‥‥‥<34> 

 
 
（２）接線力 Q のみが作用する場合 
 
◆点接触表面下の原点以外（x≠0  or  y≠0，z>0）での応

力分布： 
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ここで，式中の各変数は前述の式<17>～式<22>で定義さ

れる． 
 
 
◆点接触表面下の原点（x=0，y=0，z>0）での応力分布： 
 

22

2
1

3 2
tan

2
3

2
3

za
az

z
aza

a
Q

yzt
 ‥‥‥‥<41> 



 0zxtxytztytxt
 ‥‥‥‥‥‥‥‥‥<42> 

 
 
◆点接触表面上の接触円外（r＞a，z=0）での応力分布： 
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なお，式中の変数 M0は次式で定義される． 
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◆点接触表面上の接触円内（r≦a，z=0）での応力分布： 
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（３）法線力 P と接線力 Q が作用する場合 
 
法線力による応力分布を表す式<11>～式<34>，そして接線

力による応力分布を表す式<35>～式<52>を用いて，重ね

合わせの原理より摩擦力が働く場合のヘルツ接触理論を

用いた点接触条件下における内部応力分布は，次式で表さ

れる． 
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なお，各応力を表す式は，下記の 4 つの場合で異なるため，

法線力と接線力が作用する点接触条件下における内部応

力分布は，4 つの場合に分けて求める必要がある． 
 
◆点接触表面下の原点以外（x≠0 or y≠0，z>0）での場合 
◆点接触表面下の原点（x=0，y=0，z>0）での場合 
◆点接触表面上の接触円外（r＞a，z=0）での場合 
◆点接触表面上の接触円内（r≦a，z=0）での場合 
 

 Von Misesは 1913年に偏差応力の二次の不変量が一定値

に達すると降伏するという説を提案し，Nadai は八面体せ

ん断応力が一定値になると降伏することと同じであるこ

とを指摘した．この条件式は Mises の降伏条件と呼ばれ，

主応力 1， 2， 3を用いると次式で表される(3)． 
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ここで， eqは Mises の相当応力であり，Y は単軸引っ張り

の降伏応力である．つまり，2 次元や 3 次元応力状態では，

eqが Y を超えると降伏が起こると考える． 
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したがって，Mises の相当応力 eqは次式で表される． 
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なお， eqを応力成分で表すと， 
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となる． 
 
 
 本稿では，2 つの球が点接触する場合のヘルツ接触理論

について述べたが，H.Hertz やその他の研究者によって導

出された任意の曲面同士の接触に関する近似式(4), (5)など

もあるので，詳細は下記の参考文献やトライボロジーに関

する書籍(5)を参考にして頂ければ幸いである． 
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